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Kleinトンネル効果 (Kleinパラドックス)
►1次元階段ポテンシャル下の定常

Dirac⽅程式
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negative-energy 
region

positive-energy 
region

è 𝑽𝟎 > 𝟐𝒎 のとき、

正負エネルギー解が 𝑧 = 0 で接続され、
透過波がポテンシャル内部を減衰せず
に進⾏する

Klein, Z. Phys. (1929)

※簡単のため 𝑥, 𝑦 ⽅向の
運動量は 0 とする



関連現象: Schwinger効果
►⾮常に強い電場下における真空の崩壊、及び粒⼦・反粒⼦対の⾃発⽣成

►⼀様定常電場 𝑬 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. の場合

※負エネルギー領域へのトンネル確率と密接に関係
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Schwinger, Phys. Rev. (1951)

単位時空体積あたりの
真空の崩壊率

∝ |𝑒𝑬|𝑧



関連現象: Schwinger効果
►⾮常に強い電場下における真空の崩壊、及び粒⼦・反粒⼦対の⾃発⽣成

►⼀様定常電場 𝑬 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. の場合

※負エネルギー領域へのトンネル確率と密接に関係
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Schwinger, Phys. Rev. (1951)

単位時空体積あたりの
真空の崩壊率

►さらに振動電場も加えると、真空崩壊
率や粒⼦⽣成数が劇的に増加
(アシストされたSchwinger効果)

振動電場の周波数だけ
電⼦が励起

正エネルギー領域への
トンネル距離が短くな

る

Schützhold, Gies, & Dunne, Phys. Rev. Lett. (2008)



研究⽬的

5

Kleinトンネル効果
(正負エネルギー領域間のトンネ

ル)

Schwinger効果
(真空からの粒⼦・反粒⼦⽣成)

定常電場 (or 定常ポテンシャル) だけある場合

アシストされたKleinトンネル効果
(?) アシストされたSchwinger効果

振動電場も加えた場合

𝜔



注意しなければならない点
時間依存する電場が加わるともはや定常散乱の問題ではなくなる

è 定常状態を記述する散乱波動関数では⾮定常散乱を議論できない

è 波束の散乱を議論する

① 波束をどうやって記述するか

② 波束の反射率・透過率をどうやって定義するか
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波束の作り⽅ (振動電場がない場合)
►散乱波動関数を重み 𝑔(𝑝) で積分して波束を作る

左⽅⼊射解 𝜓!
(#) を⽤いて

►例: Klein region 𝑚 ≤ 𝐸 < 𝑉% −𝑚 における左⽅⼊射解
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𝑔 𝑝 !

(L1)〜(L3)を⾜
し合わせる



波束の作り⽅ (振動電場がある場合)
►ベクトルポテンシャルの項を摂動とみなして、解を摂動級数で表す

►⾮摂動解 Ψ(%) は前ページで定義した波束の解

►摂動項の寄与は遅延Green関数を介して取り込む
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⾮摂動 摂動

階段関数

左⽅/右⽅⼊射の
散乱波動関数

𝑧 ∼ 0 付近に幅 𝑙 で局在した
周波数 𝜔 の振動電場



波束散乱と測定の過程
1. 無限の過去 𝑡 = −∞ に測定器をonにしておく
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波束散乱と測定の過程
1. 無限の過去 𝑡 = −∞ に測定器をonにしておく

2. 波束が左遠⽅ 𝑧 = −∞ から⼊射 à 途中、位置 𝑧" にある測定器を通る
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𝐽# 𝑧", 𝑡 = Ψ$(𝑧", 𝑡)𝛼#Ψ(z%, t)

を測定し続ける



波束散乱と測定の過程
1. 無限の過去 𝑡 = −∞ に測定器をonにしておく

2. 波束が左遠⽅ 𝑧 = −∞ から⼊射 à 途中、位置 𝑧" にある測定器を通る

3. 有限の時刻 𝑡& で測定器をoffにする (⼊射波束の測定をストップ)
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測定された⼊射カレント
の総量



波束散乱と測定の過程
1. 無限の過去 𝑡 = −∞ に測定器をonにしておく

2. 波束が左遠⽅ 𝑧 = −∞ から⼊射 à 途中、位置 𝑧" にある測定器を通る

3. 有限の時刻 𝑡& で測定器をoffにする (⼊射波束の測定をストップ)

4. その後の時刻 𝑡' (> 𝑡&) に再び測定器をonにして散乱波束を測定、𝑡 = ∞ まで続ける
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反射カレント
の総量

透過カレント
の総量



►⼊射カレントの総量に対する反射/透過カレントの総量の⽐として定義

►時刻 𝑡%, 𝑡& を固定したまま測定点 𝑧', 𝑧( を無限遠に⾶ばす極限で

⼊射/反射/透過する波束だけがそれぞれ測定器に捕捉され、 𝑡%, 𝑡& には依存しなくなる (と期待)

   è 実際に計算して確認

波束の反射率・透過率
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結果 (振動電場がない場合)
►波束の反射率と透過率 … 定常散乱のときと整合的

►確率保存が成⽴する
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positive-energy 
region

negative-energy 
region

振動電場が摂動的に加わると
►正エネルギーから負エネルギーへの遷移 𝜓(

(*)) 𝜙(,
(-*.*+,) が起こり得る

   ※ 𝑽𝟎 < 𝟐𝒎 & 𝝎 < 𝟐𝒎 であってもこの過程は存在し得る (“アシストされたKleinトンネ
ル”)
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遷移に必要なエネルギー 𝜔 は



結果 (振動電場の2次まで)
►透過率 (𝑉& < 2𝑚, 𝜔 < 2𝑚 & 𝐸/ < 𝑉& +𝑚 のとき)   ※単⼀モード極限
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ただし 𝜔 のアシストで障壁を乗り越え
る

𝜔 のアシストでKleinトンネルする

摂動パラメータ



結論
►相対論的量⼦⼒学におけるDiracフェルミオンのポテンシャル散乱を議論した

►階段ポテンシャルの下では、ポテンシャル障壁の⾼さ 𝑽𝟎 > 𝟐𝒎 のとき

   Kleinトンネル効果 (正負エネルギー領域間のトンネル) が起こる

►振動電場も加えた場合、振動電場が波動関数にエネルギーを与える or 奪うことによって、

   𝑽𝟎 +𝝎 > 𝟐𝒎 であれば “アシストされたKleinトンネル効果” が起こることを⽰した
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課題 & 今後の展望
►今回の波束の議論がどの程度妥当で、⼀般性があるのか

►波束の作り⽅

►ポテンシャルの配位

►反射率・透過率の定義、etc. 

► “アシストされたKleinトンネル効果” のグラフェン系への応⽤
►グラフェン … 単層グラファイト、電⼦の有効質量が0となって相対論的粒⼦として振る舞う

►2次元グラフェン平⾯上のKleinトンネル効果は実験で検証されている

   è アシストされたKleinトンネル効果を2次元平⾯上で記述できるか
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階段ポテンシャル à 箱型ポテンシャル等に変更してみ
る
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⽬次
►導⼊

►Kleinトンネル効果 (Kleinパラドックス)

►研究背景と⽬的
►Schwinger効果: 強電場下の真空崩壊

►近年ホットな話題: 振動電場下のSchwinger効果

►振動電場下のKleinトンネル効果

►⾮定常散乱の議論

►まとめと展望
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M. Ochiai and S. Shibayama, J. High Energ. Phys. 2025, 172 (2025) 



►Schrödinger⽅程式

►変数分離 Ψ 𝑥, 𝑡 = 𝑒.
.
ℏ*0𝜓(𝑥)

   è エネルギー固有値 𝐸 の定常散乱を記述する解 (散乱波動関数) を求める

►例) 0 < 𝐸 < 𝑉& のとき、左⽅投⼊の解が存在

1次元階段ポテンシャル下の散乱問題
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ポテンシャル幅が無限ゆえ、透過率はゼロ (⇔ 反射率は1)

total
reflection



►Schrödinger⽅程式

►変数分離 Ψ 𝑥, 𝑡 = 𝑒.
.
ℏ*0𝜓(𝑥)

   è エネルギー固有値 𝐸 の定常散乱を記述する解 (散乱波動関数) を求める

►例) 0 < 𝐸 < 𝑉& のとき、左⽅投⼊の解が存在

1次元階段ポテンシャル下の散乱問題
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ポテンシャル幅が無限ゆえ、透過率はゼロ (⇔ 反射率は1)

total
reflection

相対論的粒⼦に対して同じ問題を考えたら
どうなるか？   (Klein, 1929)



相対論的量⼦⼒学
►Diracフェルミオン (スピン1/2) のハミルトニアン

►波動関数 Ψ(𝒙, 𝑡) は4成分 ∋ スピン⾃由度

►𝐻12345 のエネルギー固有値 𝐸 は相対論的なエネルギー・運動量の関係を満たす
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è ⾃由Dirac⽅程式

è 



平⾯波解
►𝐸 = ±𝐸𝒑= ± 𝑐𝒑 7 + 𝑚𝑐7 7 è 負のエネルギー固有値も存在
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正エネルギー解 … 𝐸 = 𝐸𝒑 > 𝑚𝑐7 に属する固有関
数

負エネルギー解 … 𝐸 = −𝐸𝒑< −𝑚𝑐7 に属する固有関
数

positive-energy 
region

negative-energy 
region

mass 
gap



1次元階段ポテンシャル下のDirac⽅程式

►変数分離 Ψ 𝑧, 𝑡 = 𝑒.
.
ℏ*0𝜓(*)(𝑧)

   è 定常Dirac⽅程式

►左側 (𝑧 < 0) と右側 (𝑧 > 0) でそれぞれ定常
Dirac⽅程式を解き、境界 (𝑧 = 0) で解を接続
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※簡単のため 𝑥, 𝑦 ⽅向の
運動量は 0 とする



Kleinトンネル効果 (Kleinパラドックス)
►Klein region 𝑚 < 𝐸 < 𝑉& −𝑚 における左⽅⼊射解

►エネルギー・運動量の関係 𝐸 = 𝐸0 = 𝑉% − 𝐸1   ※ 𝑝, 𝑞 > 0

►反射率 & 透過率

►ポテンシャル障壁の⾼さを無限⼤にする極限 (剛体壁極限) 𝑉% → ∞ でも透過する
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※ 𝐸 < 𝑉& にも関わらず透過が起こ
る

Klein, Z. Phys. (1929)



⽬次
►導⼊

►Kleinトンネル効果 (Kleinパラドックス)

►研究背景と⽬的
►Schwinger効果: 強電場下の真空崩壊

►近年ホットな話題: 振動電場下のSchwinger効果

►振動電場下のKleinトンネル効果

►⾮定常散乱の議論

►まとめと展望
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M. Ochiai and S. Shibayama, J. High Energ. Phys. 2025, 172 (2025) 



空孔理論による考察
►空孔理論 (hole theory) 

   真空 … 負エネルギー領域には電⼦が全て占有、正エネルギー領域には電⼦がない状態

►𝑉& > 2𝑚𝑐7 の階段ポテンシャルがあると
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𝑧 > 0 にあった負エネルギー領域の電⼦が   
𝑧 < 0 の正エネルギー領域にトンネル

è 電⼦・ホール (陽電⼦) の対⽣成
電⼦ ホール

※Kleinトンネル効果は
真空の不安定性と密接に関わる現象



関連現象: Schwinger効果
►⾮常に強い電場下における真空の崩壊、及び粒⼦・反粒⼦対の⾃発⽣成

►⼀様定常電場 𝑬 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. の場合

►⼀様定常電場 𝑬 ∥ 𝒆2 をもたらすスカラーポテンシャル

𝑉 𝑧 ∝ |𝑒𝑬|𝑧 に対して
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Schwinger, Phys. Rev. (1951)

単位時空体積あたりの
真空の崩壊率

Strong electric field 𝑬

Virtual 
𝑒8𝑒. pair 
in vacuum

𝒆$ 𝒆%

※極めて強い電場強度
  𝑬 ≥ 𝑚3𝑐4/(ℏ|𝑒|) ≈ 10&5	V/m が必要

トンネル距離
Compton波⻑



近年ホットな話題
►振動電場下のSchwinger効果 (assisted Schwinger effect)

   … 強電場に弱い振動電場を加えると真空崩壊率や粒⼦⽣成数が劇的に増加する
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Schützhold, Gies, & Dunne, Phys. Rev. Lett. (2008)

振動電場の周波数だけ
電⼦が励起

正エネルギー領域への
トンネル距離が短くな
る

振動電場が真空崩壊を
アシストする



►階段ポテンシャル & 振動電場下の真空崩壊
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Ochiai, Prog. Theor. Exp. Phys. (2025)

𝑧 = 0 に局在した
デルタ関数型強電場

𝑧 ∼ 0 付近に幅 𝑙 で局在した
周波数 𝜔 の振動電場 𝜔

• 𝑉& < 2𝑚𝑐7 & 𝜔 < 2𝑚𝑐7 でも
真空から粒⼦が⽣成される

• 真空の不安定化条件
𝑉& + 𝜔 > 2𝑚𝑐7

単位体積あたりの⽣成粒⼦数の運動量分布
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M. Ochiai and S. Shibayama, J. High Energ. Phys. 2025, 172 (2025) 

※以降、⾃然単位系 ℏ = 𝑐 = 1 を⽤いる



①波束をどうやって記述するか
Schrödinger⽅程式に従う⾃由粒⼦の場合

►平⾯波状態を重み 𝑔 𝑝 ∝ '
9
	exp[− 𝑝 − 𝑝̅ 7/(2𝜎7)] で積分

   è 粒⼦の存在確率分布 Ψ 𝑥, 𝑡 7 は
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• 𝑥̅ = 𝑝̅/𝑚 𝑡 付近に局在
• 中⼼運動量 𝑝̅,  波束の (実空間上の)幅 ∼ 1/𝜎

𝑔 𝑝 !



階段ポテンシャル下の波束
階段ポテンシャル下のSchrödinger⽅程式なら

►散乱波動関数を重み 𝑔(𝑝) で積分すれば波束が作られる

左⽅⼊射解 𝜓(#) を⽤いて波束を作ると
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ただし

※ 𝐸 ≥ 𝑉% のとき 𝑞 ≥ 0: 反射 or 透過 
    0 ≤ 𝐸 < 𝑉% のとき 𝑞 = 𝑖𝜆:全反射



階段ポテンシャル下の波束
階段ポテンシャル下のSchrödinger⽅程式なら

►散乱波動関数を重み 𝑔(𝑝) で積分すれば波束が作られる

左⽅⼊射解 𝜓(#) を⽤いて波束を作ると
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ただし

※ 𝐸 ≥ 𝑉% のとき 𝑞 ≥ 0: 反射 or 透過 
    0 ≤ 𝐸 < 𝑉% のとき 𝑞 = 𝑖𝜆:全反射



階段ポテンシャル下の波束
階段ポテンシャル下のSchrödinger⽅程式なら
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左⽅⼊射解 𝜓(#) を⽤いて波束を作ると
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ただし

※ 𝐸 ≥ 𝑉% のとき 𝑞 ≥ 0: 反射 or 透過
    0 ≤ 𝐸 < 𝑉% のとき 𝑞 = 𝑖𝜆:全反射



階段ポテンシャル下の波束
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左⽅⼊射解 𝜓(#) を⽤いて波束を作ると
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ただし

※ 𝐸 ≥ 𝑉% のとき 𝑞 ≥ 0: 反射 or 透過 
    0 ≤ 𝐸 < 𝑉% のとき 𝑞 = 𝑖𝜆:全反射



階段ポテンシャル下の波束
階段ポテンシャル下のSchrödinger⽅程式なら

►散乱波動関数を重み 𝑔(𝑝) で積分すれば波束が作られる

左⽅⼊射解 𝜓(#) を⽤いて波束を作ると
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ただし
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    0 ≤ 𝐸 < 𝑉% のとき 𝑞 = 𝑖𝜆:全反射



階段ポテンシャル下の波束
階段ポテンシャル下のSchrödinger⽅程式なら

►散乱波動関数を重み 𝑔(𝑝) で積分すれば波束が作られる

左⽅⼊射解 𝜓(#) を⽤いて波束を作ると
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ただし

※ 𝐸 ≥ 𝑉% のとき 𝑞 ≥ 0: 反射 or 透過
    0 ≤ 𝐸 < 𝑉% のとき 𝑞 = 𝑖𝜆:全反射



散乱波動関数 (左⽅⼊射) 𝝍𝒔
(𝑬)

(L1) 𝐸 ≥ 𝑉& +𝑚 : 反射 or 透過 

(L2) 𝑉& −𝑚 ≤ 𝐸 < 𝑉& +𝑚 : 全反射 

(L3) 𝑚 ≤ 𝐸 < 𝑉& −𝑚 : Kleinトンネル効果

(L4) 𝐸 ≤ −𝑚 : 反射 or 透過
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(L1)

(L2)

(L3)

(L4)

※ 波束 Ψ(𝑧, 𝑡) は(L1)〜(L3)の重ね合わせで作る



散乱波動関数 (右⽅⼊射) 𝝓𝒔
(𝑬)

(R1) 𝐸 ≥ 𝑉& +𝑚 : 反射 or 透過

(R2) 𝑚 < 𝐸 ≤ 𝑉& −𝑚 : Kleinトンネル効果

(R3) −𝑚 < 𝐸 ≤ 𝑚 : 全反射

(R4) 𝐸 ≤ −𝑚 : 反射 or 透過
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(R1)

(R2)

(R4)

(R3)



②波束の反射率・透過率をどう定義するか
►Dirac⽅程式から連続の式が導かれる

►確率の総和は⼀定 (=1に規格化)

43

è 連続の式

ただし 確率密度: 
カレントの 𝑧

成分:

※連続の式は振動電場をさらに加えても成⽴する

𝑔(𝑝) の規格化

= 𝛿(𝑝 − 𝑝′) ∵ 散乱波動関数の
正規直交性



連続の式
を踏まえると

►⼊射カレントの総量

►散乱カレントの総量

è 測定点 𝑧" → −∞, 𝑧: → ∞ とする極限で波束のカレントは保存するはず
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𝜌(𝑧, −∞) = 0 𝑧(-independent

𝜌(𝑧,∞) = 0



反射率・透過率の計算
►測定点 𝑧" < 0 で測定された反射カレントの総量

►{…}内の項はそれぞれ

45

半無限区間 [𝑡&, ∞) の時間積分から
出てくる超関数 (06: 正の無限⼩)

• 第1項: ⼊射波によるカレント
• 第2項: 反射波によるカレント
• 第3項、第4項: ⼊射波と反射波の⼲渉項

※⼲渉項は 𝑧' → −∞ で振動が無限に激しく
なって消える (Riemann-Lebesgueの補題)

※残りの第1項と第2項は 𝑝 = 𝑝′ のとき⾮⾃明



►性質の良い関数 𝑓(𝑘) に対して次の極限評価ができる

►極限 𝑧" → −∞ で⼊射波の寄与は消え、反射波の寄与だけが残る
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𝜉 = 𝑘𝑧'



振動電場もある場合
►階段ポテンシャル & ベクトルポテンシャル下のDirac⽅程式
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ただし

𝑧 ∼ 0 付近に幅 𝑙 で局在した
周波数 𝜔 の振動電場

• 階段ポテンシャル

• ベクトルポテンシャル

𝑧 = 0 に局在したデルタ関数型強電
場

𝜔



►Dirac⽅程式の解を遅延Green関数 𝑆;<0(𝑧, 𝑡; 𝑧,, 𝑡,) を⽤いた摂動級数で表⽰

►波束のカレント 𝐽# 𝑧, 𝑡 = Ψ$ 𝑧, 𝑡 𝛼#Ψ(𝑧, 𝑡) を摂動計算è 反射率 & 透過率を評価
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ただし

※ 0次はこれまでの議論で評価済み



散乱モードの遷移
►1次摂動解を具体的に書き下すと

►振動電場が波束にエネルギー ±𝜔 を与えることによって、

Ψ(%) に含まれていた散乱モード 𝜓!
(#!) が別の散乱モード 𝜓!7

(8"#!"), 𝜙!7
(9#68"#$") に遷移
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ただし

2つの散乱波動関数とベクトルポテンシャ
ルの重なり積分



⽬次
►導⼊

►Kleinトンネル効果 (Kleinパラドックス)

►研究背景と⽬的
►Schwinger効果: 強電場下の真空崩壊

►近年ホットな話題: 振動電場下のSchwinger効果

►振動電場下のKleinトンネル効果

►⾮定常散乱の議論

►まとめと展望
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