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散乱

散乱振幅   と物理的仮定Sβ,α = ⟨Ψβ |S |Ψα⟩

長距離力

長距離力

　始状態 t → − ∞ |Ψα⟩

 　終状態 t → ∞ |Ψβ⟩
通常仮定されること
1. 無限遠  では相互作用が無視で
きる 

2. 無限遠での始状態・終状態(漸近状態)は
フォック状態，つまり，有限個の電子と
光子の直積状態の重ね合わせや波束

﹅ ﹅ ﹅ ﹅

(t → ± ∞)

クーロン力や重力は長距離力であり，上記
の仮定が満たされるかは非自明。

実際… 
量子電磁気学(QED)や重力の場合，散乱振幅
が長距離相互作用により発散する

“赤外発散”の問題

しかし…
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ファインマンルールによる散乱振幅の摂動計算

α = e2

ℏc
≃ 1

137

摂動パラメータ(微細構造定数)
Sβ,α =

電磁相互作用の 
高次の効果

(＊場の量子論に馴染みのない方向け)
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赤外発散問題 その1
S行列は状態間の振幅

S行列は長波長光子による相互作用により“赤外発散”

∫
Λs

λ
d4k

p ⋅ p′ 

k2(p⋅k)(p′ ⋅k) ∝ ln ( Λs

λ ) → ∞

IRカットオフ: λ → 0

p′ μ

p′ ⋅ k

pμ

p ⋅ k ημν

k2

kμ → 0

4

・  はソフト近似が成り立つスケール内でとるΛs

・ソフト:  ,   ハード: λ < | ⃗k | < Λs Λs < | ⃗k |

のはずだが、

|Sβ,α | = |⟨β |S |α⟩ | ≤ 1

オフシェル光子の運動量
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赤外発散問題 その2

Sβ,α ≃ ( λ
Λs )

Aβ,α

Shard
β,α (Λs)

IRカットオフを とした 
ハード粒子に対する  行列 

(赤外有限な部分)

Λs

S

  
 なのは  

Aβ,α ≥ 0

Aβ,α = 0 α = β

 に比例δα,β
λ → 0

摂動展開において、赤外発散する部分の寄与はくくり出すことができる
(Soft theorem.) その寄与を計算すると，次のようになる。

(→ 散乱なし)

[Carney, Chaurette, Neuenfeld & 
Semenoff (2017)]

5

[Weinberg (1965)]

赤外発散する寄与の和
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従来の対処法と問題点
▶ Inclusive formalism [Bloch & Nordsieck (1937)・・・]
測定器のエネルギー解像度  以下のエネルギーを持つ光子(=ソフト光子)は
観測できない。

r

6

終状態におけるソフト光子の全ての状態についての和を計算(=ソフト光子
をトレースアウトした(= “inclusive" )密度行列や散乱断面積が観測量。

S行列に赤外発散は残っても，観測量である inclusive 密度行列や散乱断面
積で赤外発散が消えれば良い，と考える。

フォック状態に対するinclusive 散乱断面積では赤外発散が消えるが，実は重
ね合わせ状態や波束の場合は赤外発散が残り，問題は完全には解決しない！

問題点

[Carney, Chaurette, Neuenfeld,  Semenoff (2017, 2018)，HH&Sugishita 2023] 
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Outline
1. 従来の対処法(inclusive formalism)とその問題点(実は波束
の場合は赤外発散は残る)  

2. 問題点の原因：漸近状態としてフォック状態を用いていること 

3. 赤外発散の問題の解決法① 
漸近状態として“ドレス状態”(dressed state)を用いる 

4. 赤外発散の問題の解決法② 
ヒルベルト空間のsuper-selection sectorを考慮したソフト
光子空間のトレース計算の新しい方法 

5. まとめと展望

7
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従来の対処法(Inclusive formalism)

8

ρ(−∞) = |α⟩⟨α |

ρ(+∞) = |α(+∞)⟩⟨α(+∞) | , |α(+∞)⟩ = U(∞, − ∞) |α⟩

ρH(+∞) = Tr
soft

[ρ(+∞)] = ∑
Eγ≤r

S⟨γ |ρ(+∞) |γ⟩S = ∑
Eγ≤r

S⟨γ |α(+∞)⟩⟨α(+∞) |γ⟩S

③  (ハード粒子のヒルベルト空間)上の縮約密度行列 ℋHard ρH

PH(α → β) =H ⟨β |ρH(+∞) |β⟩H = ∑
Eγ≤r

S⟨γ | H⟨β |α(+∞)⟩⟨α(+∞) |β⟩H |γ⟩S

① 始状態

② 終状態

④ 観測できない終状態のソフト光子については平均化した散乱確率

時間発展

終状態のソフト光子は観測できない

終状態への散乱確率計算

[Bloch & Nordsieck (1937)・・・]
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従来の対処法(Inclusive formalism)

9

PH(α → β) = ∑
Eγ≤r

S⟨γ | H⟨β |α(+∞)⟩⟨α(+∞) |β⟩H |γ⟩S

④ 観測できない終状態のソフト光子については平均化した散乱確率

|γ⟩ = |k⟩ |γ⟩ = |k1, k2⟩

∼ 1
p4 ⋅ k

→ ∞ (k → 0)

p4

ソフト光子追加による因子 
(Soft factor)

ループとソフト光子放射による赤外発散は相殺して，  は有限になる！PH(α → β)
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従来の方法の問題点
重ね合わせ状態に対する散乱確率を考える。

| fin⟩ = ∑
α

fα |α⟩ |gout⟩ = ∑
β

gβ |β⟩

PH( fin → gout) = Tr
γ:soft ( |⟨gout ⊗ γ |S | fin⟩ |2 )

= ∑
β,β′ 

∑
α,α′ 

gβg*β′ 
fα f*α′ 

Tr
γ:soft

(⟨β ⊗ γ |S |α⟩⟨α′ |S |β′ ⊗ γ⟩)
IR div.

∑
α,β

|gβ |2 | fα |2 |Sβ,α |2 ,
λ → 0

全ての干渉項 ( ) は赤外発散により消える(デコヒーレンス)！α ≠ α′ , β ≠ β′ 

インクルーシブな散乱確率は

[Carney, Chaurette, Neuenfeld,  Semenoff (2017, 2018)，HH&Sugishita 2023] 

有限の摂動次数で見ると 
赤外発散が残るということ



/1311

波束だと「散乱が生じない」
始状態を波束にして計算すると，

PH( fin → β) = ∫ [dαdα′ ] fα f*α′ 
Tr

γ:soft
(⟨β ⊗ γ |S |α⟩⟨α′ |S |β ⊗ γ⟩)

δα,α′ (δ(β − α) + Tβ,α) (δ(β − α′ ) + T†
β,α′ )= | f(β) |2

∑
α

→ ∫ dα

非自明な散乱を表す項はゼロ測度のため消えるが，これは明らかに
おかしい… [Carney, Chaurette, Neuenfeld,  Semenoff (2018)] 

と置き換えれよいが，インクルーシブな散乱確率の結果は

ソフト光子の足し上げはデルタ関数
ではなくクロネッカーデルタ
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何が問題の原因か
従来の解析は，電子の漸近状態として裸のフォック状態を考え，その上
で放射するソフト光子の個数を 個， 個，・・・と足し上げて計算する。1 2

一方で，運動量  のソフト光子を放射する確率振幅は  で発散す
る。実際，半古典的な解析を行うと任意の散乱過程でソフト光子は無限
個放出されることが示される！

k k → 0

無限個のソフト光子

e e

e e
電子の漸近状態として，裸の
フォック状態を用いているこ
とが赤外発散が生じる根本的
な問題点

(例えば [HH, Sugishita, 2020]では詳しく解析) 
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漸近状態はドレス状態であるべき!

無限個のソフト光子

e e

e e

電子の漸近状態ははじめから無限個のソフト光子で囲まれた状態，
つまり，“ドレス状態”(Dressed state)であるべき！

|α⟩H

|β⟩H

|α, β⟩S
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Chung’s dressed state [V.Chung(1965)]

| ⃗p1⋯ ⃗pn⟩ = e−Rα | ⃗p1⋯ ⃗pn⟩H

Rα =
n

∑
i=1

∫
Λs

λ

d3k
(2π)32ωk

pi ⋅ ϵA( ⃗k)
pi ⋅ k [aA( ⃗k) − a†

A( ⃗k)]

この漸近状態を用いると，S行列の摂動展開において，赤外発散が
全て相殺することが示される！

Fock state of electrons
Chung’s dressing function

γ

e

pi

ドレス状態(Dressed state)  
= ソフト光子のコヒーレント状態を伴う電子状態

 : 横波偏極ϵA( ⃗k) : 光子の生成演算子a†
A( ⃗k)

α
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赤外有限なS行列

赤外発散は摂動の各次でキャンセルする

[V.Chung(1965)]

Sβ,α = H⟨β |eRβ S e−Rα |α⟩H , S = T exp( − i∫
∞

−∞
V(t)dt)

新しいダイアグラム

赤外発散
が相殺

0
e

0e

0
e

0e

0
e

0e

0
e

0e

0
e

0e

+ + + +

+ +

0e

0
e

0e

0
e

0e

0
e

+

0e

0

e α

β
従来のダイアグラム

15
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私たちの結果  [HH, Sugishita, ’23] 

一般的な重ね合わせ状態/波束状態に対して，散乱振幅や
inclusive cross-section が 赤外有限 になるための条件を導出
し，Chungのドレス状態がその条件を満たすことを示した。 

IR発散によりヒルベルト空間がsuper-selection sectorに分か
れることを考慮し，ソフト光子の空間に対する従来とは異なる方
法のトレース計算を提案した。 

そのトレースを用いることで， zero-measure problemを解決
した。

 (始状態のみ波束の場合は [Carney, et al.(2018)]で解決。我々は終状態が波束の場合でも解決した。)
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ドレス状態のS行列におけるソフトな寄与

Sβ,α ≃ H⟨β |e−DβUI(∞, − ∞)eCα |α⟩H

≃ Ssoft
β,α (Λs, λ) Shard

β,α (Λs)

: Wick縮約

[平井＆杉下, ’23]

Ssoft
β,α (Λs, λ) = exp (− 1

2 [(Rβ,α, Rβ,α)s
+ (Cα, C*α )s + (Dβ, D*β )s

−2 (Rβ,α, C*α − Dβ)s
− 2 (Dβ, C*α )s])

(C, D)s := ∫
Λs

λ
d̃3kCA( ⃗k)DA( ⃗k)

Soft- 行列S

通常の赤外発散
17
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    ,    Cα( ⃗k) → Cα( ⃗k) + fα( ⃗k) fα( ⃗k) = 𝒪 ( 1
k1+ϵ )

 の赤外有限性　  　Sβ,α ⇔ 0 < lim
λ→0

|Ssoft
β,α (Λs, λ) | ≤ 1

ドレスしない場合(→赤外発散問題)

▶ Chungのドレスは1つの解 ( を満たす )lim
λ→0

|Ssoft
β,α | = 1

CA
α ( ⃗k) = − RA

α = ∑
n∈α

pn ⋅ ϵA(k)
pn ⋅ k

, DA
β ( ⃗k) = − RA

β = − ∑
n∈β

pn ⋅ ϵA(k)
pn ⋅ k

▶ Chungのドレスの赤外安全(subleading dressing)による変形は許される

(ドレスを実関数に制限すると の(cloudのmobilityを除いて)唯一の解)|Ssoft
β,α | = 1

Unitarity

18

赤外有限となる条件 [平井＆杉下, ’23]
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漸近対称性 
= “ラージ”ゲージ変換

赤外発散は漸近対称性からの帰結である
ψ′ (x) = ψ(x)eiϵ(x) , A′ μ(x) = Aμ(x) − i∂μϵ(x)

ϵ(x) ⟶ ϵ0(Ω̂) ∼ O(1) (r → ∞)
ゲージパラメータが無限遠で で残るものは物理的対称性O(1)

(グローバル変換を含む)

保存電荷  が存在(Ward-高橋恒等式)Qas ⟨β |QasS |α⟩ = ⟨β |SQas |α⟩

⟨β |S |α⟩
= 0 (Q(α)

as ≠ Q(β)
as )

≠ 0 (Q(α)
as = Q(β)

as )

Qas = ∫r→∞
d2Ω ϵ(0)E(2)

r = QH + QS, QS ∼ lim
ω→0 ∫ d2Ω ∂Aϵ(0)ω [aA(ω ̂x) + a†

A(ω ̂x)]
ソフト光子の生成消滅で表せる！

漸近状態の電荷が異なると赤外
発散により散乱振幅が0になる！ 
赤外有限にしたければ，同じ電
荷の状態にすれば良い！

[Kapec, Pate, Strominger (2015)]

赤外発散により
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 = 物理演算子の代数：有限領域に作用する𝒜phys

漸近状態のヒルベルト空間のセクター分解
[Qas , 𝒜phys] = 0 ,

ℋphys = ⊕
Qas

ℋQas
= ⊕

Qas (ℋ(QH)
H ⊗

QH+QA=Qas

ℋ(QS)
S )

𝒜phys

= |α⟩H | [α], γ⊗n⟩S = e−Rα

n

∏
j=1

a†(kj) |α⟩H

|α⟩∈ℋH, n∈ℤ
Chung’s ドレス  個のソフト光子 

(有限個の場合は に寄与しない)
n

Qas

：超選択セクター(Super-selection sector) ℋQas

ソフト光子の空間のトレース計算  は，“各セクター毎に計算”する必要が
ある！ 特に，1つのセクターは次のように構成できることを用いる。

Tr
γ:soft

ℋQas
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ソフト光子空間のトレース計算とその帰結

(ρH)β,β′ 
= Tr

γ:soft
(H⟨β |ρ |β′ ⟩H) := ∑

γ
S⟨[β], γ | H⟨β |ρ |β′ ⟩H | [β′ ], γ⟩S

ℋQas ℋQas

同じにする 同じにする▶ 我々が提案したトレース

λ→0⟶
さらに，始状態や終状態が波束の場合でも，始状態にChung のドレスをつ
ければ，赤外発散は全て相殺し，zero-measure problemも生じない！

(ρH)naive
β,β′ 

= Tr
γ:soft

(H⟨β |ρ |β′ ⟩H) := ∑
γ

S⟨γ | H⟨β |ρ |β′ ⟩H |γ⟩S

λ→0⟶ ∝ δβ,β′ 

 の場合は異なる  を持つ
から  上のトレースにならない
β ≠ β′ Qas

ℋQas赤外発散

▶ 従来のトレース

赤外有限！ (  の場合も)β ≠ β′ 
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まとめ
1. 従来の対処法(inclusive formalism)では不十分 
問題点：重ね合わせ状態の場合は赤外発散が残り，波束の場合は
「散乱しない」zero-measure problemも生じる 

2. 問題点の原因：漸近状態としてフォック状態を用いていること 
漸近対称性の電荷保存則により遷移が禁止されるから。 

3. 赤外発散の問題の解決法① 
漸近状態として“ドレス状態”(dressed state)を用いる 
→ 漸近対称性の電荷保存が満たされる 

4. 赤外発散の問題の解決法② 
ヒルベルト空間のsuper-selection sectorを考慮したソフト光子
空間のトレース計算の新しい方法 
→ 同じ漸近電荷を持つ空間での適切なトレースになり赤外発散の問
題や波束のzero-measure problemも解消する。
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展望
1. ソフト近似のsub-leadingまで考えると，ドレスの寄与はどうなる
か？ (Working in progress…) 

2. 赤外発散の構造がより複雑な摂動的QCDではどうなるか？ 

3. Flatspace Holography などとの関係・・・？ 

    etc・・・

Thank you！


